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INTRODUCTION

Notre volonté est de résoudre des problemes d'éasticité linéaire pour des milieux
hétérogenes. L'estimation des propriétés élastiques moyennes ne constitue pas |'objectif
principal puisque nous nous intéressons aux phénomenes d'endommagement. Nous cherchons
donc a connaitre les tenseurs de localisation en présence d'interaction mécanique. En pratique,
les hétérogénéités qui interagissent seront sphériques.

FORMULATION CLASSIQUE

Pour plus de clarté par la suite, plutét que de considérer un seul champ de déformations
libres ou de polarisation, sannulant dans la matrice et prenant des valeurs non nulles dans les
inclusions, nous considérerons dans les formulations plusieurs champs de polarisation
indépendants, chacun étant identifié par un exposant relatif a l'inclusion dans laquelle
seulement il est non nul. Rappelons I'équation obtenue par la méthode de l'inclusion
équivalente (voir par exemple[1], [2] ou[3]) :

N N
cP)(2x) + T DY(x - xg) BY) =C£(x) + Y DUx - x;) BT - B"(x))
q=1 g=1

1
en tous points x appartenant a des inclusions, ot N est le nombre dinclusions, BP désigne le
tenseur des déformations libres de contrainte dans I'inclusion équivalente p, DP est un tenseur
d'ordre 4 qui désigne I'effet de BP sur la déformation au point x, £(x) désigne le tenseur des
déformations qui résulterait du chargement dans une matrice sans inclusion, que l|'on
considérera ici appliqué a I'infini, CP et C° sont respectivement les tenseurs de souplesse de

I'hétérogénéité p et de la matrice. En pratique C” sera constant dans les inclusions et Xq = (Xq,
Yq: Zg) Serachois au centre des inclusions.

En projetant les fonctions d'influence DY, les déformations libres BP, et le chargement a
I'infini & sur labase de Taylor on obtient [4] :

p O<atb+tcsT p a b c
B(Xp) = )Y B@b.c) (x =xp) (Y~=VYp) (2= 2)
] ab,c ]
P O<atbtc<T Op a b c
xp)= X @b c) (x —xp) (Y~VYp) (22 2
J ab,c J
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ou a, b, et ¢ sont des entiers positifs ou nuls, j désigne les indices des tenseurs en
p

notation contractée. B(a b, ) sont des scalaires qui constitueront les inconnues du probléme.
j

De méme, les fonctions d'influence DY des déformations libres sont projetées sur la base de

pq
Taylor de sorte que D_(S b, ¢, a, b', ¢) soit défini par
i
qu e q.b.. 1 029 o¢ a q.b..
Dj(['f /68,1, €) B(ka' =T c!axaaybachjk(X'Xq)D( B(ka' %) 3)

p

On obtient donc :

6 P, Op 6 NOsa++c'sT pq q
Yc(e@bo+y ¥ % D(ab.c,,1,) e b 0)) =
& :

j=11 ) k=1g=1 a,b,c
6 0, Op 6 NO<a+h+c'<T pq q p
>YC(e@abo+y > D(@b,ca,b,c)p@ b, c) - pabo)
j=1 i k=1q=1 a,b,c K K J
(49)
Pa

pour tous les exposants a, b, ¢ et indices i, ou D_(I? b, c, a, b, ¢) représente l'interaction entre
J
p q - - -
B(ab,c) et B(ka‘, b, ¢) . Un systéme linéaire est obtenu en tronquant les séries de Taylor al'ordre
]

T(O<a+b+c<T)etenidentifiant terme aterme pour lesindicesi et lestriplets (a, b, ¢). Le
nombre de termes de la série croit rapidement avec I'ordre de troncature (table 1). On peut
réécrire (4) sous forme condensée :

CP (sOIO +DPIBY) = co (EOIO +DPI B - BP) (4b)

ou I'on somme sur les indices doublés et ol BP est le vecteur des déformations libres dans
l'inclusion p, de dimension 6T, DP? est une matrice dinteraction non symétrique de
dimension (60TT)? et t désigne le nombre de termes de la série de Taylor tronquée. Les champs
de déformations obtenus sont continus par phase. Les champs de contraintes, sauf cas
particuliers, ne sont pas equilibrés lorsqu'on considére le terme de gauche de I'ég. (4b). En
effet, au passage des interfaces, dans le probléme hétérogene, les pressions normales et
tangentielles a ces interfaces présentent des discontinuités. Dans les inclusions dont |e tenseur
de complaisance est différent de celui de la matrice, les forces volumiques ne sont pas, sauf
cas particulier, équilibrées'.

L'intérét de cette formulation réside dans le fait que I'on connait analytiquement DY
lorsque les inclusions sont ellipsoidales et les déformations libres exprimées en série de
Taylor. Cependant, cette formulation décrite par 1'ég. (4a@) a l'inconvénient de projeter
I'opérateur DY sur la base de Taylor. Les champs de déformations contenus dans DP? se prétent
généralement mal & une description par une série de Taylor tronquée [5].

| OrdreT delasériede | Nombretdetermesdans | Ordredudernier | Nombret determes |

! Lorsqu'on considére le cas hétérogéne et pour des milieux isotropes, div o = 0 n'est assuré
que dans les hétérogénéités qui ont méme coefficient de Poisson que la matrice.
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Taylor lasérie terme delasériede dansla série

Taylor
0 1 6 84
1 4 7 120
2 10 8 165
3 20 9 22
4 35 10 286
5 56

Table 1. Nombre de termet des séries de Taylor en fonction de I'ordre T de troncature. Le nombre
d'inconnues du systéme d'équation (4) vaut 6.

FORMULATION VARIATIONNELLE

RAPPEL DE L'EXPRESSION DES PRINCIPES

R. Hill [6], éclairé par les travaux de Z. Hashin et S. Shtrikman [7], a proposé
d'appliquer les principes variationnels classiques en éadticité linéaire aux milieux
hétérogenes. Dans notre cas, nous disposons de champs induits par des déformations libres,
superposables puisque la matrice est supposée avoir un comportement élastique linéaire. La
loi de comportement est partout respectée pour le probléme de I'inclusion équivalente (terme
de droite de I'éq. (4a)). Les champs respectent les conditions aux limites a l'infini puisque les
perturbations liées aux inclusions sy annulent. Les champs de déplacements sont continus.
Les champs de contraintes sont statiquement admissibles pour le probléme de I'inclusion
équivalente (ce n'est pas le cas pour le probleme hétérogéene). Considérons la déformation €
suivante, continue par domaine de phase pour un nombre N fini d'inclusions :

* N 6 d q
X=X+ Y > DX) B(X) ouencore & =£+DBY
) j g=11=1 i |
©)
On remarque que & vaut & al'infini, qu'il est continu par domaine de phase et qu'il dérive
d'un champ de déplacement continu. On peut construire un champ de contrainte auto-équilibré
o*, statiquement admissible et continu par phase, al'aide de g* et des déformations libres BP.

o =C°(& -B)=C° & + PO dans V, (6)

On définit ainsi le classique tenseur de polarisation des contraintes 7** = —C° BP. Le tenseur
de polarisation des déformations, nommé r7* dans[6], n'est autre que —BP dans I'inclusion p.

& et g* éant aing définis a partir de BP, on peut donc appliquer les inégalités suivantes

qui découlent des principes variationnels classiques. Rappelons ces principes:
- pour des conditions aux limites (c. |.) exprimées en déplacements :

Je(@-cx)e)-r LV <2E-B) < [ (SX) o -&) - LdvV  (7)
Y, Y,

ouS=Cc™,

- pour desc. |. exprimées en efforts :

fe(-Cx)e)-n PdV < 2(E-E%) < [0 (SX) o* - &) - PV

Vv Vv
(8)
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En remarquant que le choix fait en (6) assure i* &®=n* C° & = r* €, on obtient I'égalité
entre (7) et (8), mais on perd la notion de conditions aux limites précisement définies. En
effet, les champs construits sannulent a I'infini mais ne sont pas identiquement nuls. On
retrouve bien que le terme (E — Ep) change de signe selon que I'on définit les conditions aux
limites en déplacements ou en efforts.?

Pour une solution exacte on a C° (&* - BP) = CP & (= ¢*) dans tous p. En remarquant

que & = C? S & = o* S on Sapercoit alors que (7) — (8) et que 2 (E-E°) = [ -n* a®dv,
\%
pour des c.l. exprimées en efforts. Pour une solution approchée de bonne qualité, on

N
approchera 2 (E-E%) par Y. | -nP* a®dx,. En utilisant le formalisme des déformations
=1,
libres, B° = —n°*, on obtient

N
2(E-E9)=+ 3 [pBPadx, 9)
P=1v,

ou Vp, représente le volume de l'inclusion p, B” désigne le tenseur des déformations libres
approché dans V|, et avec le signe + pour des c. |. exprimées en efforts et — pour des c. I.
exprimées en déplacements.’

SOLUTION OPTIMALE

La solution optimale pourra étre choisie parmi celles qui maximisent et minimisent les
bornes de I'intervalle ou sera celle qui réduiral'intervalle défini par (7) ou (8), c'est adire:

5[ & (0-Cx)e)-nr dv=0 (10a)
Y%
5o (SX)o*-¢&)-n*ddv=0 (10b)
v
5 ) & (0" -C(x) &) -0 (S(X) o* —&)dV=0 (10c)

\Y

ou C(x) prend la valeur CP(x) dans V. Jusquiici aucune hypothese n'a été formulée sur la
forme des inclusions ni sur I'nomogénéité de CP(x). Selon que les inclusions considérées
seront plus souples ou plus rigides que la matrice, I'optimisation de la solution approchée ne
devrait pas étre indifférente au choix de la quantité a annuler dans (10). En effet, sil sagit de

2 . \ . . . . . . . . N
Pour la solution exacte d'une inclusion ellipsoidale isolée dans une matrice soumise a un
chargement uniforme a l'infini [J. D. Eshelby, 1957], on retrouve bien selon les conditions aux limites:

Z(E—Eo) =gV ou Z(E—Eo) =—l]*00V

ou V représente le volume de l'inclusion. Cette équation s'écrit encore 2 (E —Ep) = B apV si l'on
utilise les notations d'Eshelby.
® Peut-on proposer de prendre I'ég. (9) Comme estimateur de 2 (E —Eg) aprées optimisation ?
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minimiser I'énergie potentielle du systéme, aors le terme 8(2AW) = 8 [ -7* @ dV constitue
V

la variation (au sens de la sensibilité aux variations de 77*) du supplément d'énergie da ala

présence dinclusions. En revanche, les autres termes constituent la variation de I'énergie

"parasite” liée alaqualité de I'approximation.”

CONSTRUCTION DE SYSTEMES LINEAIRES

Lorsgue les interactions mécaniques entre inclusions sont prises en compte, les champs
dans les inclusions ne sont pas uniformes. On peut approcher les champs BP par leurs

P

approximations BP utilisant des séries de Taylor. Les termes B(a b. ¢) constituent alors les
J

variables cinématiques indépendantes du systéme. Dans le cas d'inclusions ellipsoidales dans

des matrices éastiques linéaires isotropes infinies, on peut en outre utiliser la superposition de
solutions analytiques connues, issues de déformations libres exprimées en termes de Taylor.
Dans la plupart des cas, on envisagera des conditions aux limites telles que les champs induits
seraient uniformes sil n'y avait pas dinclusion. Seront considérés comme tels les champs a
faible variation devant lataille des inclusions.

Les tenseurs de polarisation 7* et /7* sont identiquement nuls hors des inclusions. Dans
la matrice I'égalité o¢ = C%* est donc exactement vérifiée ce qui annule un terme de
I'intégrale hors des inclusions. 1l ne reste donc a évaluer les intégrales que dans lesinclusions.
En reportant (5) dans (7) ou (8), lesrigidités étant homogénes dans les inclusions, et en posant
ACP = CP - C° on obtient respectivement pour (10a), (10b) et (10c):

N
5 > [{D"B+&}{AC’[D”B" + &-CB°} -BP &’ dx,=0 (11a)
P=1v,

* Obtiendra-t-on une solution différente pour (10a) et (10b) ?

- Si oui, alors nous ne disposerons que d'une solution,

- Si non, alors nous disposerons de 3 solutions,

Si C << CY on peut donc s'attendre & ce que (10b) et (10c) constituent un mauvais choix, car les
termes en C~Zog* vont masquer le terme X24W), terme qui a un sens physique au sens de la
minimisation de I'énergie libre d'un systéme. De fagon analogue, si C >> C’ (10a) et (10c) devraient
constituer un mauvais choix. Lorsque C = C’ (10c) devrait étre le meilleur choix afin de ne pas
privilégier la vision en contraintes de celle en déformations. Si C(x) n'est pas homogéne dans
I'inclusion ou varie d'une inclusion a l'autre, seul un indicateur de qualité de solution, par exemple basé
sur les discontinuités de contraintes aux interfaces, permettra de choisir, a posteriori, la meilleure
approximation pour les B°.

On peut remarquer que les termes en (o — C(x) &) sont ceux utilisés classiquement pour
guantifier les erreurs en loi de comportement (travaux de P. Ladeveze et al.*).

On peut aussi remarquer que les principes variationnels de Hashin & Shtrikman sont plus
"tolérants" et n'apporteraient pas, semble-t-il, de simplification a notre probleme. On peut noter que les
PV de Hashin & Shtrikman utilisent l'isotropie statistique qui n'est pas nécessaire ici.

Il conviendrait de normer les termes des €qg. (10) par une quantité qui soit indépendante de la

solution obtenue. 2 (E - EO)/ f & (CP -Q) & dv serait normé. Peut-on étre sQr gue le numérateur et

VP
le dénominateur tendent vers 0 & la méme vitesse quand (C” - C) tend vers 0 ?
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N
5> JCIDMBY+&£-B{S’CID"B +£-B]-D"B' -} -B°d°dx,=0
|0=1vp
(11b)

N
5 > [{D"B%+&}{AC’[D”B" + £-CB} -
P=1v,

CIDMB+ £-B" {S"CID”"B" + £-B"] -D"B' - & dx, =0 (11c)

ou I'on somme sur les indices doublés. On obtiendra (6 CIN [It) lignes d'équation en dérivant

p
chacune des équations (11) par rapport aux quantités [3(a b, ). En utilisant (3) dans (11a) on
|

obtient un systeme linéaire d'équations de laforme :
0 a+a b+b c+c
2 Y fo@bo)(x-x) (y-y) (z-z) v
a, b,y |
ap g o a b' c
+2 ) S D(abC)AC s(a b, ¢) (X —Xq) (Y-VYg) (Z2-29) Qv
a.d, b, ¢k Iy, ki

q r
=2 Y pabof Y f D(a,b 9AC D(a b, ¢) dv
q.a b,c,j! rab.c g K k]

a b' c
-> S D(abC)C (x X)) (Y-Yg) (z-29) v
k Vq ki

b
+f D, b, ©)C (X~ %) G-y (2-2) M} (12a)
v, 4
Pour I'équation (11b) le systéme linéaire d'équation prend laforme :

0 0q a+a b+b c+c

22 fo(abc)[CS](x X) Y-y  (z-z) av
achp

+2 3
g a,b,cklm

0q a b' c
fD(abC)[Id CS] s(ab AX—-Xg) (Y-VYg) (z—2g dv
Vq
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q p 0qg 0 0 rq
=2 > p@boef ¥ [ Dabo[CsC -C1, Dl(;a', b, ¢) dv
J

qab,cj rab,cjkly, K
qp 0 0qgoO a b' c
-Y [/ D@b9[C -2CSC] (x-X9 (Y-Yg) (z-29) av
K Ve ki ki
pPqg 0 0qgoO a b c
+ [ D@DB,c)[C -2CSC] (X—Xp) (Y-Vp) (z—2) av]}
v, i Kl
p 0qgoO 2a 2b 2c
+ [ BabI[CSC] (x-%) Y-y (2-2) V] (12b)
Vp | 1

ou il faut évaluer les intégrales sur les volumes des inclusions. On reconnait alors la ligne
d'éguation correspondant aux indices p, (a, b, c) et i, dans le systéme ou chague colonne est
identifiée par g, (a, b, ¢) et j. Pour I'équation (11c) le systeme linéaire d'équation sobtient
bien sOr en soustrayant les termes des €g. (12a) et (12b).

EVALUATION DES INTEGRALES POUR DES INCLUSIONS SPHERIQUES

pq
Les termes d'influence D(k% b, ¢), pour des inclusions sphériques en matrice isotrope et
|

q
des déformations libres p(a b, ) exprimées en série de Taylor, sexpriment analytiquement.
|

Chaque terme sobtient en sommant des fonctions du type

X =Xp)2 (Y = ¥p)® (- 2)° D[i/(x = Xp)> + (Y — Yp)* + (2 — 2p)°]". L'exposant n est entier, pair
et positif ou nul pour les potentielsintérieurs et impair et négatif pour les potentiels extérieurs.
En pratique, il sagit donc de savoir évaluer sur des domaines sphériques les intégrales
suivantes :

labc= J (X=Xp)* (Y~ yp)* (2 = 25)° dv (13a)
Vp

I= J{x=x)* (- ¥)* 2= 2)F {(x—%)* (V- ¥n)° (- 2)}
Vi

ORI = %) + (Y — V)P + (2 - 27 ]"v (130)

K= [ {x=-x)*(y-¥° 2~ 2)F {x = x0)* (Y = p)* (2~ 2)}
Vq

K = %02+ (5~ Yo + @ -z " [N = x)7+ (y -2 + (Z- 22 H"dv  (130)
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Pour la premiere, |, on trouvera le résultat en [5]. Les suivantes, J et K, prennent parfois une
forme dgja rencontrée pour calculer les potentiels de [4] et [5]. Ceux-ci sont analytiques pour
des elipsoides[8] [9].°

ALTERNATIVE A L'EVALUATION EXACTE DESINTEGRALESDE TYPEJET K

Afin de comparer ces expressions a celles de la méthode classique, ég. (4), on utilise a

pq pq
nouveau les projections D(ka b,c a, b, c) de D(ka', b, c) sur la base de Taylor. Si I'on pose
| |
p at+a b+b c+c' p a
I(a1 b, C! a'r bli C|) = f (X - Xp) (y - yp) (Z - Zp) dV et I(a1 ba Cv O! 01 O) = f (X - Xp)
Vo Vo

b c
(Y-VYp) (z-17z) dv, intégrales que I'on peut calculer analytiquement pour des sphéres. (cf

annexe 1), on peut donc écrire

0 a b c op
Jo (x-%) (y-¥p) (z-2) dv=0 I@&bc0,0,0)
v i i
P
p pq p a b c
B@b.c) [D@E.b"CIC (x—xXp) (Y~ Vp) (z—2p) dv=
j ki Kj
Vo
p pq pp
B@abc > D@ b,c a,b,c)C [@a+a b+b, c+c)
I abe K 4
pq p pr
f D@, b" c)AC D (@', b" c") dv =
v K kKl j
P
pq p pr p
>  D(@b,ca,b,c)AC D(@, b, c,a"b"c")|@+a,b+b,c+c) (14)
ki Kol

ab,ca,b,c

En remplacant dans les ég. (12), on Sapercoit que les nouveaux systémes d'égquations
sont sensiblement différents de celui de la méthode classique. Notamment, les volumes
respectifs des inclusions apparaissent de fagon plus explicite dans les €q. (12). En effet, dans
les €. (4), lataille des inclusions n'apparait de facon implicite que par I'éoignement, relatif a
leur taille, des inclusions. Cependant, I'alternative évoquée ici pour I'évaluation des intégrales
présente deux inconvénients :

» lesfonctions sont a nouveau projetées sur la base de Taylor,
* les multiples sommes en cascade qui apparaissent dans I'éq. (14) sont tres
consommeatrices en CPU.

ESTIMATION DESPROPRIETESELASTIQOUES POUR UN NOMBRE FINI
D'INCLUSION

L'objectif de la méthode proposee ici est de fournir une information locale sur les
champs, une information moyenne étant souvent insuffisante, par exemple, pour une étude de

> Comment calculer les intégrales de type J et K précisément et rapidement ? Une solution
analytique existe-t-elle toujours ?
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I'endommagement. D'autre part la formulation ne se préte pas, en tous cas en I'état, aux
milieux périodiques. Cependant, on peut proposer une fagon d'estimer les propriétés élastiques
du milieu hétérogene dans le cas ou I'on ne saurait résoudre que des problemes en milieu
infini comportant un nombre fini d'hétérogénéités. On construit par exemple un V. E. R.
sphérique qui reflete la morphologie du matériau hétérogene (fig. 1). On procede ensuite au
calcul interactif en soumettant le milieu a une ou des sollicitations uniformes a l'infini (par
exemple une traction uniaxiale dans le cas isotrope sur le plan macroscopique). Il sagit
ensuite d'effectuer la moyenne des champs dans le V.E.R. et de rechercher les
caractéristiques de I'hétérogénéité éastique, équivalente dans le modéle d'Eshelby, qui

donnent les mémes valeurs des champs : <¢> = f € dv dans le probleme ainclusions multiples
Y,
identique & € (uniforme) dans e probléme & une inclusion®.

R A

VY

Figure 1. Schéma de principe pour |'évaluation des caractéristiques é astiques moyennes avec
un nombre fini d'hétérogénéités dans un milieu infini.
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